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1 Aussagenlogik

Aufgabe 1 Transformieren Sie folgende Formeln in konjunktive Normalform (KNF)
und geben Sie diese auch in Mengennotation an.

Die Konjunktive Normalform ist eine Konjunktion von Disjunktionen, also durch A
konjungierte Terme die durch V disjunktierte Variablen enthalten: A;V/;z;; Fiir die

Auflésung von Implikation — und Auivalenz « gilt: z — y & -z Vyund 2 < y <
(@AY V(zA-y) e (Ay)V=(zVy).

Zur Umwandlung einer Formel in die KNF miissen zuerst alle Implikationen und
Konjunktionen aufgelost werden und alle Negationen von Termen in die Terme vor die
Variablen gebracht werden. Dannach durch Umformen und auflésen von Klammern
die KNF herstellen, u.U. den Term vereinfachen.

@) Q@Q—=RAR—-PAQ)AN(P—=QVR)AN=(P < Q).

Implikationen und Konjugationen auflsen:
(ZQVR)AN(=RV(PAQ)A (=P V(QVR)A=((PAQ)V=(PVQ))
Negationen in die Terme bringen:

(=@ V R) AN (RV(PAQ)A(=PV(QVR)A((PAQ) NPV Q))
(=QVR)A =RV (PAQ)A(=PV(QVR)A((=PV-Q)A(PVQ))



Geschachtelte Termen ausmultiplizieren, unnétige Klammern weglassen:
(= QVR)AN(-RVP)AN(-RVQ)AN(-PVQVR)AN(-PV-Q)A(PVQ)
Ordnen:
(PVQ)AN(PV-Q)AN(PV-R)A(QV-R)A(-QVR)A(-PVQVR)
Mengennotation (Klauselmengen):

{{PvQ}’ {_'Pv ﬁQ}7 {P7 ﬁR}7 {Qa _'R}a {_‘Q’R}7 {ﬁPanR}}

(b) (PAQ—=R)N(PVQVR)AN=((P < Q)— R).

Implikationen und Konjugationen auflsen:
(PA(-QVR)A(PVQVR)A=(=((PAQ)V (=P A=Q))V R)
Negationen in die Terme bringen:
(PA(-QVR)A(PVQVR)A((PAQ)V (=P A=Q))A-R)
Unnétige Klammern weglassen:
PA(QVRA(PVQVR)A((PAQ)V(~PA—-Q))A-R
Zwischenrechnung: (PAQ)V (mPA=-Q)= ((PAQ)V-P)A(PAQ)V-Q)=(QV-P)A(PV-Q)
Geschachtelte Termen ausmultiplizieren:
PA(-QVR)A(PVQVR)A(QV-P)A(PV-Q)A—R
Ordnen:

PA-RA(PV-Q)A(=PVQ)A(=QV R)A(PVQVR)
Mengennotation (Klauselmengen):

{Pv _‘R7 {Pv _‘Q}7 {_‘PaQ}7 {_‘QvR}a {PanR}}

Aufgabe 2  Geben Sie eine geeignete Substitution o fir die Formelpaare (F,G) so an,
dass F, = G gilt:

(@ F=A—- (BVA udG=(B—-4)—-C)—(((B—--4) —->C)Vv(B—
o= |:((B — -A) — C) (B——-A) — C):|
A B

(b) F=((AAB)—- (CVA)—Bund G= (((FAN-B)A(BVA)) - (-(4 —
B)V (=AA-B))) — (BVA).

_ {(ﬂA A =B) (BV A) —(A — B)}
A B C

Aufgabe 3 Zeigen Sie die funktionale Vollstindigkeit der Operatoren p bzw. s:
Funktional vollstéindig heisst, dass mit der gegebenen Operatorenmengen (oder im
hier vorliegendem Fall dem gegebenen Operator) alle aussagenlogische Ausdriicke dar-



gestellt werden konnen. Dies ist sicher immer dann der Fall, wenn die Operatonen
Negation, Konjunktion und Disjunktion ausgedriickt werden konnen.

Da die Operator-Mengen {—, A} (wegen AV B < —(—=AA—-B))) und {—,V} (wegen
AAB & —(-AV-B))) funktional vollstindig sind reicht es, wenn eine Abbildung auf
eine dieser beiden Mengen gezeigt werden kann.

Die angegeben Operation entspricht dem logischen NOR (not or) Operator der
funktional vollstindig ist, dies ist hier zu zeigen.

Die Negation ist durch p(A, A) & —A, die Konjunktion durch p(p(4, A),p(B, B))
p(—A,-B) & A A B darstellbar, also ist der Operator p funktional vollsténdig.
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Die angegeben Operation entspricht dem logischen NAN D (not and) Operator der
funktional vollstandig ist, dies ist hier zu zeigen.

Die Negation ist durch s(A, A) < —A, die Konjunktion durch s(s(4, B),s(4, B)) <
—(s(A, B)) & A A B darstellbar, also ist der Operator s funktional vollstindig.

Aufgabe 4 Verwenden Sie den Sequentialkalkiil, um die Unerfiillbarkeit der Formel
(a) bzw. die Giiltigkeit der Formel (b) nachzuweisen. Finde Sie durch Konstruktion
einens gegeigneten Ableitungsversuches im Sequentialkalkiil fiir die unter (c) und (d)
gegebenen Formeln entweder ein Gegenmodell oder den Nachweis, dass die entspre-
chende Formel giiltig ist.

@ ~(A—-0C)— ((-BVv(C)— ((AvB)—0))

- A B

~-BC o Eavs’" ‘T
A-C _ FSBVC g (AVB)—CF N
FA—-C (-BVvC)— ((AVB)—C)F o

(A—-C)— ((-BVvC)— ((AvB)—C))F
F-((A—-C)— ((-BVvC)— ((AVvB)—=(0))




{A+ B}, {F =B,C}, {F A, B} und {C +} sind Anti-Axiome, also ist die Formel
unerfiillbar.

(b) ("A—B)—(CVvD))V(=DA(BVA)

A DFC,D A+ B,AC,D
D%QD;Aﬁﬁ AFBVACD " . vr
F-D,C,D,—-A FBVACD A BFC,D,-D , BFCvDBA
F-DA(BVA),D,-A v, BFCVD-D BFCVD,BVA
F-DA(BVA),CVD,-A BF-DA(BVA),CVD
-A— BF-DA(BVA),CVD
F((wA— B)— (CVD)),(-DA(BVA))
F((wA— B) — (CV D))V (=D A (BV A))

" B,D+ C,D B+ C,D,B, A

r
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{A,D+C,D}, {AF B,A,C,D}, {B,D}+ C,D} und {B+F C,D, B, A} sind Axio-
me, also ist die Formel erfiillbar.

(€) (A—BVC)—(A—B)V(A—C))

Wegen (A — BV C) < ((A— B)V (A — (O)) entspricht die Formel X — X ist
also tautologisch und sicher richtig.

AB-C,B ACFHC,B

AXA A C B BVC,AXFC,B vi

AI—A,A—>C,B_)T_>T BVC,AFAC,B _”"_m

FAA— B A—-C BvCHFA—B,A—C o
A—-BVCHA—BA—-C v

A—BVCF(A—-B)V(A—-C(C)
FASBVO) = (A=B)VA=O)

—7r

{A+ A,C,B}, {A,BF C,B} und {A,C F C, B} sind Axiome, also ist die Formel
erfiillbar.

(d) (A— B)—((AAB)—~(AV B))

A BX+A ABXFA A B X+ A BXF

A B AVBFA A BX AVBF Vi
ABr-AvB.A " asppaver
ANBF ~(AVB),A ANB,F ~(AVB) L

A— B,ANBF —-(AV B)
A— BF(AAB)— —~(AV B)
F(A— B)— ((AANB)— =(AV B))

-



{A, B +-} ist kein Axiom, also ist die Formel nicht erfiillbar.

Aufgabe 5 Beweisen Sie mittels Resolution die Giiltigkeit der Formel
Q—=RANR—=PANQAP—-QVR)—=(P<=Q)

Umwandeln der negierten Formel in KNF:
(Q@—=RANR—->PANQANP—-QVR)—(P-Q))=
Q= R)A(R—PAQ)A(P—QVR)) = (P Q) =
(((Q@—=R)N(R—=PAQ)N(P —=QVR)V(P<Q))=
Qo>RNR—=PAQN(P—QVR)A(P Q)=
Q—R)NFRV(PAQ)APVQVR)A-((PAQ)V (=P A-Q)) =
“QVR)A(FRVP)AN(-RVQ)AN(-PVQVR)A(—-PV-Q)A(PVQ)
KNF als Klauselmenge:
{{P, Q}, {—|P, ﬁQ}7 {P7 ﬁR}7 {Qa —R}, {_‘Q’ R}7 {ﬁPa Q,R}}
Resolution:
{Q’ R} = {Pv Q}a {_‘Pv Q, R}
{Qt ={Q, R}, {Q.~R}
{R} <= {Q’ R}v {_‘Qv R}
{P} <= {P’_'R}’{R}
{-Q} < {P}.{-P.-Q}
{} =1{Q}{-Q}
Da die leere Klausel abgeleitet werden konnte ist die Negation der Formel unerfiillar,
also die Formel giiltig.
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(

Aufgabe 6 Beweisen oder widerlegen Sie mittels Resolution die folgenden Klausel-
mengen.

(@) {{P,Q R} {P,=Q,R},{~P,-Q, R},{~P,Q,~R},{~P,-Q}}

Resolution:
{Q’ _'R} - {Pv Q, _'R}’ {_'Pv Q, _'R}
{-Q, R} < {P,-Q, R}, {~P,-Q, R}
{_‘Pa R} < {_'P7 Q, R}, {_'P7 _‘Q}
Die Klauselmenge kann nicht wiederlegt werden, eine giiltige Belegung ist z.B. P €
{true, false}, @ = R = false.

(b) {{Pa Rvﬁs}v {PvﬁQ}v {ﬁPa R}7 {Ra 5}7 {ﬁR}v {Q}}

Resolution:
{-~P} < {-P R}, {-R}
{_‘Q} <~ {Pa _‘Q}a {_‘P}
{} {3 {-Q}

Durch Ableitung der leeren Klausel konnte die Klauselmengen wiederlegt werden.



Aufgabe 7  Begrinden Sie, warum es keine Resolutionswiderlequng fir folgende Klau-
selmengen geben kann:

(@) {{—-A,B,C},{4,-B,C},{A,B,~-C}}

Alle Klauseln enthalten paarweise zwei duale Literale, bei Anwendung der Resolu-
tionsregel kénnten also nur Tautologien, nie aber die leere Klausel gefunden werden.

(b) {{Av ﬁA}v {Bv ﬁB}a {Cv ﬁC}}
Die Klauselmenge ist eine Konjunktion von drei Tautologien. Nach der Tautologie-

elimination bleibt nur noch die leere Klauselmenge (nicht die lere Klausel!) iiber, die
immer true ist.

2 Pradikatenlogik

Aufgabe 8 Geben Sie jeweils ein Modell fir folgende Formeln an:

(@) (Vz)(P(z) vV Q(z))

M = (N, ®,I), N:= Menge der nat. Zahlen, ®(P) :=ist gerade®, ®(Q) :=,ist unge-
rade“. M ist ein Modell, da jede nat. Zahl entweder gerade oder ungerade ist.

(b) (Vz)(P(z) — P(f(x)))
M = (N, ®, 1), N := Menge der nat. Zahlen, ®(P) :=,ist durch zwei teilbar®, ®(f) :=

f(n) =2n. M ist ein Modell, da wahr fiir jede ungerade nat. Zahl, und wahr fiir jede
gerade nat. Zahl, da wenn n € N gerade auch 2n gerade ist.

Aufgabe 9 Geben Sie fiir die folgenden Atomformeln je einen allgemeinsten Unifi-
kator bzw. Griinde an, warum die Atomformeln nicht unifizierbar sind.

(a) P(x,x), P(f(a), f(y)
o={r+ f(a),y «— a}
(b) P(g(f(z),2)), P(g(y,a))

o={z—ay—fla)}



(c) Pz, fy), z), Pla, f(a),g(w, 2))

Nicht unifizierbar, da bei {z <« a,y «— a} nach P(a, f(a),a), P(a, f(a), g(w, 2))
unifiziert werden wiirde, und diese Formeln nicht mehr weiter unifizierbar sind (u.U.
kann g(w, z) nicht a annehmen).

(d) Pg(f(z,2),y,i(2)), a; f()), P(g(l(w, w), ¢, i(v)), u, f(g(v)))

Nicht unifizierbar, da f(z,z) und {(w, w) u.U. nicht den gleichen Bildbereich besitzt.

Aufgabe 10 Geben Sie Resolutionsbeweise der folgenden Formeln an.

(@) (P(a) A (Vo) (P(z) — P(f(2))) — P(f(f(a)))

| F = (P(a) ANVz(P(z) — P(f(x)))) — P(f(f(a))), es wird versucht —F zu wieder-
egen.
~F = =((P(a) AV (P(x) — P(f(x)))) = P(f(f(a))))
Implikationen auflésen:
~(=(P(a) AV (=P(z) V P(f(x)))) V P(f(f(a))))
Negationen vor die Atome:
(P(a) AVx(=P(x) vV P(f(2)))) A =P(f(f(a)))
Variablennormierung nicht notwendig, Quantor kann vorgezogen werden, Skolem-
from bereits in KNF:
Va(P(a) A (=P (z) vV P(f(x)))) A =P(f(f(a)))
Negationsnormalform ohne Quantoren:
P(a) A (=P(z) V P(f(x))) A =P(f(f(a)))
Klauselmenge bilden:
{{P(a)}, {~P(x), P(f(2))}, {~P(f(f(a)))}}
Resolution:
{P(fla)} = [z —a] {P(a)},{~P(z), P(f(2))}
{=P(f(a))} <« [z fla)] {P(f(2)},{-P(f(f(a))}
{} = A{P(f(a)} {=P(f(a))}

—F konnte durch die Herleitung der leeren Klausel wiederlegt werden, also ist F
erfiillbar.

(b) ((vz)(By)P(z,y) A (Vz)(Vy)(P(z,y) — Q(z,y))) = (Vo)(Fy)Q(x, y)

F :h((V;)(Hy)P(CT,Z{) A (Vo) (Vy)(P(z,y) — Q(z,9))) — (Va)(3y)Q(z,y) es wird
versucht —F zu wiederlegen.
~F = (Vo) (3y) Pz, y) A (Vo) (Vy) (P, y) — Q(x,9))) — (Vo) (By)Q(z,y))
Implikationen auflésen:
~(=((Vz) Fy) P(x, y) A (V) (Vy) (—P(z,y) V Q(z,y))) V (Vz)(Fy)Q(x, y))
Negationen vor die Atome:
VadyP(z,y) AVaVy(~P(z,y) vV Qz,y)) A 3avy-Q(z,y)



Variablennormierung von durch Quantoren gebundenen Variablen:
VaJyP(x,y) AV2'Vy' (=P(a’,y') vV Q(z',y")) A Jx"Vy"-Q(x", y")
VaIyVa'Vy' 3a"Vy" (P(z,y) A (-P(@',y") v Q@' y)) A =Q(2",y"))
Existenzquantoren eliminieren, Jy steht im Einfluss von Vz, 32" ist freistehend:
lv/f(x), 2" /a]
Vavz'Vy'vy" (P(z, f(2)) A (~P(2',y') vV Q@' y")) A =Q(a,y"))
Obige Skolemform ist bereits in KNF, umwandlen in Klauselmenge
{P(z, f(@)}, {~P(2",y), Q@ y)}, {-Q(a, y")}}
Resolution:
{Q(a.b)} < [z a, f(z) — b2’ — a,y’ — WPz, f(2))}, {~P(a', ), Q' )}
{} < Iy — b{Q(a.b)}, {~Q(a.y")}
—F konnte durch die Herleitung der leeren Klausel wiederlegt werden, also ist F
erfiillbar.



