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Diese lose Sammlung zu Themen der Differential- o

und Integralrechnung entsteht im laufe meines
Informatikstudiums an der TU-Wien zur Prii-
fungsvorbereitung der VO Mathematik fiir In-
formatiker 2. Es handelt sich zum iiberwiegen-
den Teil um eine Zusammenfassung der Sdtze
aus [DGKP07]. Fehlerhinweise bitte per Email®.

Differential- und Integral-
rechnung in einer Variable

Wichtige Differentiale und Integrale
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Rechenregeln fiir die Differentialrechnung
e Konstanter Faktor: (c- f(z)) = c¢- f'(x)

e Summenregel: (f +g) = f'+¢
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Kettenregel: (f(g)) = dJ;EJQ) -g'(z)
(f (g (k) = £/(9) - g'(h) - ()
Umkehrfunktion: (f~* (1))' =
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Rechenregeln fiir die Integralrechnung

e Hauptsatz: ff(a:)dx =F® = F(b)—F(a)
e Konstanter Faktor: f f(x)dz = ¢ [ f(z)dx
Jie f@)de =z [} f(z) I:C(F|a)

e Summenregel:

J2(f(2) £ g(@)) do = [0 fx)dat [ g(x)d

e partielle Integration: f: f(x) - g(x)dx =
(f(x) - g@)lt = J f(@) - g (x)do

g(b)
9)-¢ de= [ f(g)dg

g(a)

e Grenzen: f;f do+ [ fde= [’ fdx

b
e Substitution: [ f(

Der Differentialquotient und die Ableitung Ei-
ne Funktion f: D — R heifst differenzierbar im
Punkt x, falls der Grenzwert lim,_.,, w
existiert. Dieser Grenzwert ist die Ableitung von
f an der Stellt zo und wird mit f’ bzw. d’; be-
zeichnet.

Ist f im ganzen Definitionsbereich differen-
zierbar, so heisst die Funktion f’(z) die Ablei-
tung von f. Ist eine Funktion im Punkt xq dif-

ferenzierbar, so ist sie dort auch stetig.



Die weiteren Ableitungen werden mit f”, f"’

bzw. f(™ bzw. d:;,f bezeichnet.

Extrema (Maxima u. Minima) Die Funktion
f D — R besitzt an der Stelle xq ein relatives
Maximum, wenn fiir alle z aus einer eine Umge-
bung U.(zo) C D gilt: f(z) < f(xo). Gilt dies
fiir alle z aus D (nicht nur aus Uy), so ist z¢ ein
absolutens Maximum. Gleiches gilt umgekehrt
fiir Minimia.
Ist 2 ein Extrema, so ist f/(z) = 0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung Ist f
auf einem abgeschl. Intervall [a,b] stetig, und
auf einem offenen Intervall (a, b) differenzierbar,
dann gibt es einen Punkt xg € [a, b] mit f'(xg) =
101 (@)

Der Satz sagt aus, dass es fiir jedes Intervall
[a,b] einen Punkt innerhalb von [a,b] gibt, wo
die Ableitung des Intervalles mit der des Punk-
tes libereinstimmt, oder, geometrisch, dass es zu
jeder Geraden, welche die Kurve in den Punk-
ten (a, f(a)) und (b, (b)) schneidet eine paral-
lel Tangente gibt, welche die Kurve im Punkt
(z0, f(x0)) beriihrt.

Gelte weiter fiir eine Funktion g gleiches wie

fir f und sei g(z) # 0 fiir alle x € (a,b), dann

st ] i 7€) _ f()—f(a)
existiert ein £ € (a,b) mit & = 9 —g(a)-

Satz von Rolle Sei f stetig auf [a, b], differen-
zierbar auf (a,b) und f(a) = f(b). Dann gibt es
ein zg € (a,b) mit f'(zg) = 0.

Das Innere Fiir das abgeschlossene Intervall
I = [a,b] ist offene Interval I = (a,b) das In-
nere von 1.

Fiir zwei auf dem Intervall I stetige und in
dessen inneren I differenzierbare Funktionen f
und g mit f'(z) = ¢'(z) fur alle x € I ist die
Differenz f(x) — g(x) auf I konstant.

. )
Taylorreihe Y . L n(!m°)

f(o) = o) + Fgie (= o) + B (a
20)3 -+ " n(, )(a: — x9)" ist die Taylorreihe
von f(z ) im Entwicklungspunkt z.

Das Taylorpolynom n-ter Ordnung mit dem
Restglied (dem Fehler) R,, ist dann

*) (g
fl@) =30 of 0($—$0)k+R( )
n+1

Fiir das Restglied R, gilt: R,, = Tl)(g)(x —
20)"t mit € € I von I = [z, ] (bzw. I =
[z, x0]).

(x —0)" = f(wo) +

Kurvendiskussion Sei f : D — R eine auf D
differenzierbare Funktion.
Dann ist f, wenn fiir alle z € D gilt:

f'(z) >« monoton wachsend

f'(z) >z streng monoton wachsend
f'(z) <a monoton fallend

f'(x) <z streng monoton fallend

Ist f zweimal stetig differenzierbar, und f’(xg)
0, dann ist z¢ ein relatives Maximum falls " (x¢)
0, und ein relatives Minimum falls f”(x¢) > 0.

Satz zu rel. Extrema: Sei f n-mal stetig dif-
ferenzierbar, und seien alle n — 1 Ableitungen
f®(20) =0 (k= 1..n — 1), und f™(xq) # 0,
dann gilt: Ist n gerade, dann ist x( ein rel. Max.
wennn f(™ < 0, sonnst ein rel. Min.. Ist n unge-
rade, dann existiert eine Umgebung U, von xg
in der f streng monoton ist, und zwar fallend
wenn (") < 0, sonnst steigend.

Eine Stelle 2y heifst Wendepunkt, wenn f/ in
o ein rel. Extremum besitzt.

Wenn f dreimal differenzierbar ist, und £ (x¢)
0 und f"'(x9) # 0, dann ist xy ein Wendepunkt.

Konvex / Konkav Eine Funktion f heisst auf
einem Intervall I, wenn fiir alle z,y € I und alle
0 < X< 1gilt, mit L(z) = f(x + Ay — x)) und
R(X) = f(z) + A(f(y) — f(2)):

L <R konvex

L < R streng konvex

L >R konkav

L > R streng konkav

Ist f auf I stetig und in I differenzierbar, dann
ist f auf I (streng) konvex (bzw. konkav), wenn
f' auf I (streng) monoton steigend (bzw. fal-
lend) ist, und auch, wenn zweimal differenzier-

<

bar genau dann konvex (bzw. konkav) wenn f”(z) >

0 bzw . f”(z) < 0 (und streng konvex/konkav
bei > bzw. <).

Regel von de’Hospital Seien f und g auf I =
[a,b] stetige und in I differenzierbare Funktio-
nen, sei xg € I und f(x¢) = g(zo) = 0, und exis-

tiere der Grenzwert lim,_, %. Dann gilt: lim ch @
To

xr—

lim L)

sz 9 ()

Unbestimmtes Integral Sei I ein Intervall, und
f: I — R. Jede Funktion F' : I — R mit Va €
I: F'(z) = f(x) heift Stammfunktion oder un-
bestimmtes Integral von f: F(z) = [ f(z)dz. f
ist der Integrand, und x die Integratlonsvaria—
ble.




Ist F eine Stammfunktion von f, dann sind
auch alle Funktionen F' 4 ¢ Stammfunktionen
von f.

Substitution d. unbest. Int. Sei F' Stamm-
funktion von f, dann gilt: [ f(g(z)) - ¢'(z)dz =
F(g(z)). Wenn g~! existiert, dann folgt aus u =
g(z) = & = ¢'(z) = gd(‘;) = dz durch einset-

zen F(g = [ f(u) = [ f(u)du

Integration mit Partialbruchzerlegung Die ra-
tionale Funktion f(z) = 2&

= ng kann man durch
Polynomdivision in die Form f(z) = a(z)+ 22

q(z)
umformen, wobei a(x) das Ergebnis der Poly-
nomdivision mit dem Rest r(z) ist. TODO ...

schwer zu beschreiben!

Das bestimmte Riemannsche Integral Sei Z :
a=x90 < x1 < -+ < x, = b eine Zerlegung
des Intervalls I = [a,b] mit den Teilintervallen
I = [xg—1,2x) K = 1...n, und der Feinheit
F(Z) = max(|Ig]) (also dem léngsten Intervall),
sei f: I — R eine Funktion und (Z,)nen eine
beliebige Folge von Z mit lim, . §(Zn) = 0.
Wenn alle beliebigen Folgen Z,, gegen den sel-
ben Grenzwert konvergieren, dann nennt man
diesen Grenzwert das bestimmte Integral von f
auf [a, b], und die Funktion f ist dann integrier-
bar auf den Integrationsgrenzen [a,b] mit der
Integrationsvariable x.

Fiir jede integrierbare Funktion f : [a,b] — R
ist auch |f| integrierbar.

Mittelwertsatz der Integralrechnung Ist f ste-
tig auf dem Intervall [a, b], dann gibt es ein £ €
[a, b] mit [ f(x)dz = f()(b— a)

Der Satz sagt aus, dass die Fliche zwischen
Funktionsgraph und x-Achse durch ein (flachen-
gleiches) Rechteck dargestellt werden kann, des-
sen Hohe ein Funktionswert aus dem Intervall
[a, b] ist.

Hauptsatz der Integralrechnung Fiir eine auf
dem Intervall [a,b] stetige Funktion f mit der

f f(t)dt erfiillt jede
)dx = F(b) —

Stammfunktion F(x

Stammfunktoin F von f: fa f(z
F(a) = F(z)l5.

Substitution bestimmter Integrale Sei f ste-
tig auf [a,b], g : [¢,d] — [a, b] stetig differenzier-
bar und a = g(c),b = g(d), dann gilt: f; flw)du =

12 Flg(x)) - ¢/ (x)da.

Uneigentliche Integrale Sei f eine Funktion

auf dem halboffenen Intervall I = [a, b) mit lim,_,, =

oo und auf jedem Teilintervall I’ = [a, ¢) C
integrierbar.

[a,b)

Dann nennt man Integrale der Form f; f(x)dx
=lim,,— [ f(z)dx uneigentliches Integral ers-
ter Art. Diese Integral kann - je nach existenz

Das bestimmte Integral von f(z) mit der Stammyjeg Grenzwertes - konvergent oder divergent sein.

funktion F'(x) und den Integrationsgrenzen a, b
entspricht dann:

o <bi Ly feyde = Pl = FO - Fo)
a>b: fb d:c— F(z)|¢ = F(a) — F(b)
a=b: faf( )dsz

Riemann’sches Integrabilitidtskriterum und Fol- f ¢ mit V2 > 0
gerungen Eine auf dem Intervall [a, b] beschrink- J5° 9(z)da konvergent, dann auch [~ f

te Funkton f ist genau dann integrierbar, wenn
es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b]

Sei a € R fest und f auf [a,b] C [a,00) inte-
grierbar, dann heisst faoo flx
uneigentliches Integral zweiter Art, welches - je
nach Grenzwert - konvergent oder divergent sein
kann.

Fiir auf [0, 00) stiickweise stetige Funktionen
2 f(z)] < g(z) gilt dann: Ist
(z)dz

Integralkriterium Fiir eine nichtnegative mo-

gibt, so dass die zugehdrigen Obersummen Oz (f) noton fallende Funktion f : [a o0) — R ist das

und Untersummen Uz (f) die Ungleichung Oz( f)

Uz(f) < e erfiillen.

Jede auf [a,b] definierte monotone Funktion
ist integrierbar.

Jede auf [a, b] stiickweise stetige Funktion ist
integrierbar (stiickweise stetig im Intervall [a, b]
heisst, dass die Funktion im Intervall beschrankt
ist, nur an endlich vielen Stellen unstetig ist,
und an beiden Seiten aller Unstetigkeitsstellen
die einseitigen Grenzwerte existieren).

~uneigentliche Integral f 1 x)dx genau dann kon-
vergent, wenn die Reihe an f(n) konvergent
ist.

Differential- und Integral-
rechnung mehrerer Variablen

Definitheit einer symmetrischen quadratischen
Matrix Sei A= [¢%] mit a,b,c € R. Dann ist

Ydz = limy_, oo f; f(x)d

T



A definit wenn det A > 0, und zwar positiv defi-
nit wenn a > 0, und negativ definit wenn a < 0.
Ist det A < 0, so ist A indefinit. Fiir andere Félle
hat dieser Satz keine Aussage!

Partielle Ableitungen Die Ableitungen von f
in Richtung = bzw. y heissen partielle Ableitun-
gen nach z bzw. y: f, = % und f, = %. Die

Ableitungen zweiter Ordnung sind: f,, = 2271;’
_ o°f _ 8 f o
fzy - axay’ fyz — Bydzx und fyy = oy2- Fur

Vektorfelder (R™ — R™) miissen alle Funktio-
nen der Zielkoordinaten partiell differenzierbar

of _ (0fr ... Ofimy g o -
sein: - = (o0, Fa) fiir ein y, aus 7.

Hesse-Matrix Ist die Matrix der partiellen Ab-

leitungen zweiter Ordnung, im Falle von zwei
. : _ | fea fa
Variablen ist H; = [fym fyﬂ‘

Gradient Fiir eine total differenzierbare Funk-
tion f heisst der Vektor aller partieller Ableitun-

gen Gradient: gradf = (fu,, fras--- fz,) bzw.
gradf = <§Z
Jakobi- oder Funktional-Matrix Die Jakobi-

Matrix J¢ beinhaltet die partiellen Ableitungen
der Koordinatenfunktionen einer verktorwerti-
gen Funktion. Fir f : R* — R™ und ¥ =

of1 of
Oz Oy,
(@1, ) ist Jp=3L = | :
Ofm Ofm
oz Oy,
Funktionaldeterminante Die Funktionaldeter-

minante ist die Determininate der Jakobima-
trix einer vektorwertigen Funktion auf R™ mit

€T = (CEl, cee ,.’L'n) und f(‘/g) = (fl(m)7 i '87 fn(x))
8 — a(fl 7fn) — . -
eT w1, tn) det : :

Ofn Ofn

5l () o= (2)
Produktregel Seien f, g zwei total differenzier-

bare skalarwertige (R™ — R) Funktionen, und
h(z) = f(x)-g(x). Dann gilt gradh(xg) = f(xg)-
gradg(zo) + g(wo) - gradf(zo)-

Hauptsatz iiber implizite Funktionen Sei F :
R? — R eine stetig differenzierbare Funktion,
F(zo,y0) =0, Fy(x0,y0) # 0. Dann gilt ¢/(z) =

_ Fa(zy(z)) o Ry e))
Pyt W0d 2'(y) = = 250

Richtungsableitung Sei f : R” — R eine an
der Stelle x = (x1,...,x,) total differenzierba-
re Funktion und ¥ € R™ ein normierter Vektor
(also ||¥]| = 1) Dann gilt fiir die Ableitung in
Richtung o: ( ) = for (@)1 4+ fo, (X)v, =
gradf(z)- V. D1e Richtung mit dem grofiten An-
stieg ist in Richtung gradf(z).

Kettenregel Sei f eine skalare Funktion f :
R™ — R, g eine vektorwertige Funktion f : R —
R™ mit g(z) = (g1(2),...,gn(x)). Sei F(z) =

Fg(x), dannist = 3 fa (1), -
gn (@) - gi(x).

Quadratische Taylorapproximation Die Tay-
lorableitung zweiter Ordnung fiir zwei Varaiblen
mit h = x—x9, kK = y —yo, der Hesse-Matrix Hy
und dem Restglied R(z) ist f(zo,y0) + (h, k) -
gradf(zo,yo) + L(h,k) - Hy - (1) + R(), oder

allgemein fiir n Variablen mit z = (z1,...,2y,)
und A = (hy,...,hn): flx +h) = f(x) +h-
gradf(z) + $h- Hy - h" + R(x).

Lokale Extrema Stationdre Punkte sind Punk-
te, fiir die gradf(xz) = 0 gilt. Sei P ein statio-
néarer Punkt, und Hy die Hesse-Matrix von f. P
ist ein relatives Maximum, wenn H;(P) negativ
definit ist, ein relatives Minimum, wenn H(P)
positiv definit ist. Ist H;(P) indefinit, so liegt
keine Extremum, sondern ein Sattelpunkt vor.

Extrema mit Nebenbedingungen / Methode
der Lagrange’'schen Multiplikatoren Seien f, g; :
R"™ — R, i = 1...m, stetig differenzierbare
Funktionen, x ein lokales Extremum von f un-
ter den Nebenbedingungen g;(z) = ... = g ()
= 0, und die Gradienten von allen g;(z) linear
unabhéngig. Dann existieren die Werte Ao, ...,
Ao, s sodass die Funktion F(z,A1,...,Am) =

flx)— E Aigi(x) die Gleichung gradF(zg, Ao, ,

)\Om) = 0 erfiillt.

Im Speziellen existiert fiir eine zweistellige Funk-
tion f mit der Nebenbedigung g(z,y) = 0 ein
Ao, sodass die Funktion F(z,y,\) := f(z,y) —

A - g(x,y) die Gleichung gradf(zo,yo, Ag) = 0
erfiillt.

Bereichsintegrale Sei B der Bereich [a,b] x
[c d). Dann ist [ [, f(z,y)dzdy =

fc fa f(z,y)dzdy = fa fc flx, y)dyda.



Satz von Fubini Seinen ¢, o zwei stetige Funk-
tionen, und B = {(z,y) € R?|pi(y) < = <

@a(y),c <y < d}, dann ist [ [, f(z,y)dxdy =

d
S22 f(, y)dady.

Existieren ¢}, ), sodass B = {(z,y) € R?|
p1(z) Sy < py(a), a<fﬂ<b}, s0 ist

I mydmdy—f fm(y)fxydxdy—

w1 (y)
f f:Z((z (z,y)dydz.

Kurven Eine Kurve ist eine stetige Abbildung
¢ : [a,b] — R™. Die Variablen einer Kurve wer-
den als Parameter der Kurve bezeichnet.

Kurven konnen unterteilt, und durch einen
Polygonenzug approximiert werden. Die Unter-
teilung einer Kurve c ist eine Zerlegung Z von
[a,b) mit a = 29 < 21 < - -+ < 2z = b, die Abwei-
chung der Approximation Y ||c(z;) —c(zi—1)|]
wird als Feinheit § bezeichnet.

Eine Kurve ist von endlicher Linge (rekti-
fizierbar), wenn die Approximation durch die
Polygonenzygen bei gegen 0 gehender Feinheit
der Zerlegung gegen einen Grenzwert konver-
giert, und besitzt dann die Bogenlinge L =

lim o e(z) = e(zi—n ||
i S () - cleim |

Bogenlinge stetig diff. Kurven Die Bogen-
linge einer stetig differenzierbaren Kurve c¢ :
[a,b] — R™ mit ¢(t) (c1(t), ca(t), ..., cn(t))
entsprlcht dem Ingegral

+ ¢, (t)2dt.

L= [lNld@)dt = [ /&2 +

Kurvenintegral einer skalaren Funktion Seic:
[a,b] — R™ eine Kurve, f : R® — R eine Funk-
tion, und g(t) = f(c(t)) stiickweise stetig. Das
Kurvenintegreal der skalaren Funktion f lings
¢ ist dann das Integral [ f(c(t)) - ||¢/(¢)]|dt.

Kriimmung einer Kurve Fiir eine stetig diffe-
renzierbare ebene Kurve ¢(t) mit I(t) = s als
Bogenlinge zum Parameter ¢ ist die Krimmung
der Kurve im Punkt c¢(t) definiert als k(t) =

e (7Hs)
Wenn ¢(t) =

renzierbar ist, dann ist k(t) =

Falls die Kurve c(t) =
Graph einer Funktion), so gilt k(¢) =

(c1(t), ca(t)) zweimal stetig diffe-
ci(t)es (1) — C'{(t)Cz( )‘
(e ()2 +c5(¢)? )2
(t, f(t)) ist (also der

|
(1+57(1)?)2

Kurvenintegral eines Vektorfeldes Fiir eine Kur-
ve ¢ : [a,b] — R™ und einem Vektorfeld f :

R™ — R" ist das Kurvenintegeral des Vektor-
feldes f léngs der Kurve c¢ definiert als das In-

tegral [ f(x) f(fl(a:h.. xn)dxl + .

f(éyuquw)w

, Ty, dmn

Eigenschaften des Kurvenintegrals

e Der Betrag des Kurvenintegrals hingt nur
von der Kurve selbst ab, nicht von der Pa-
rametrisierung.

Durchliduft man die Kurve in entgegenge-
setzter Richtung, so wechselt der Wert das
Vorzeichen.

Liniaritét bezgl. des Vektorfeldes: Seien fi,
f2 zwei Vektorfelder und ¢ eine Kurve (al-
le in R™), so gilt: f f1 z) + fox))dz =
f f1 dl‘ + f f2

Additivitédt bezgl. des Weges: Sei f ein Vek-
torfeld und ¢y, co Kurven mit ¢; : [a,b] —
R™ und ¢ : [e,d] — R™, ¢1(b) = ca(c),
und sei ¢ die durch ¢y, co zusammengesetz-
te Kurve, so gilt: [ f(z)daz+ [ f(x)dx =

fc f(z)dz

Offen, Abgeschlossen, kompakt, Zusammen-
hang, Gebiet, Gradientenfeld, Potential Fi-
ne Menge D C R” heifst offen, wenn es zu je-
dem z € D folgt eine Umgebumg U,(z) mit
Uc(x) C D gibt.

Die Menge D C R" heisst abgeschlossen, wenn
der Grenzwert jeder konvergenten Folge, deren
Glieder in D liegen, selbst in D liegt.

Eine in D C R"™ abgeschlossene und beschrénk-
te Menge heisst kompakt.

Die Menge D C R" ist zusammenhéngend,
wenn zu je zwei Punkten x1, 22 € D eine Kurve
¢ : [a,b] = D mit ¢(a) = 27 und ¢(b) = a9
existiert.

Eine offene und zusammenhingende Menge D
heisst Gebiet.

Ein Gebiet D C R" heifst einfach zusammen-
héngend, wenn sich jede geschlossene Kurve in
D stetig auf einen ihrer Punkte zusammenzie-
hen l&sst.

Fiir ein Gebiet D C R™ und ein stetiges Verktor-
feld f nennt man f ein Gradientenfeld, wenn
es ein Skalarfeld F' mit gradF = f gibt. Dann
heifst F' Stammfunktion und F-Potential von f.



Wenn D C R” einfach zusammenhingend und
f ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf D
ist, dann ist f genau dann ein Gradientenfeld,
wenn f die Intergrabilitdtsbedingungen erfiillt.

Integrabilitdtsbedingungen Ein stetig differen-
zierbares Gradientenfeld f erfiillt die Integra-
bilitatsbedingungen 9L¢ = 211 fiir alle 7,5 mit
1<i,j<n. ’

Wegunabhidngigkeit Sei D C R”™ ein Gebiet
und f ein Vektorfeld. Das Kurvenintegral von
f langs einer stetig differenzierbaren Kurve c :
[a,b] — D ist genau dann wegunabhéngig, wenn
das Vektorfeld f ein Gradientenfeld ist. Wegu-
nabhingig heisst dann, dass das Kurvenintegral
nur von Anfangs- und Endpunkt bestimmt ist.

Dann ist F' eine Stammfunktion von f, und
es gilt: [ f(x)de = F(c(b)) — F(c(a)).

Weiters folgt, dass in einem Gradientenfeld
die Kurvenintegrale iiber geschlossenen Kurven

gleich 0 sind: §_ f(z)dx = 0.

Differenzengleichungen

Eine (autonome) Differenzengleichung erster Ord-
nung hat die Form x,1; = f(x,), eine zweiter
Ordnung =42 = f(@nt1,Tn).

Allgemein k-ter Ordnung F'(n, ., Tpi1,- .-,
Tptk) =0 mit n € Nsr. Die dazu explizite Form
ist Zpk = f(0, T, Tng1, - - -, Tnpk—1). Sie heisst
autonom, wenn sie nicht von n abhéngt, und hat
dann die Form x, 1, = f(Tn, Tnats - Tnak—1)-

Die Differenzengleichung ist linear, wenn f in
x, linear ist, ansonnsten ist sie nicht linear.

Eine partikuldre Losung ist eine Folge, bei der
jeweils k aufeinander folgende Glieder die Glei-
chung F(...) = 0 erfiillen. Eine allgemeine Lo-
sung ist ein Term zur Bildung der partikuléren
Losungen. Z.B. ist fiir x,,41 = 2z, + 1 die all-
gemeine Losung z, = 2"C' — 1 mit C' € R, und
eine partikuldre Losung mit xg = 1 und C =1
wire x,, = 2" — 1.

Die Losung einer Differenzengleichung durch
eine explizite Formel (fiir z,) nennt man die
quantitative, das Finden von Gleichgewichtsla-
gen und bestimmung der Stabilitdt die qualita-
tive Theorie.

Lineare Differenzengleichung erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Fir 41 =a-2, +bmit n=0,1,2,--- gilt:
a™xy + b“::ll fiir a #1

Ty = .

" To + bn fira=1

Allgemeine homogene Differenzengleichung ers-

ter Ordnung Hat die Form z,.1 = a,z, mit

(n € N{) und besitzt die allgemeine Losung
n—1

rn, =C -T2, ai

Allgemeine inhomogene Differenzengleichung
erster Ordnung Hat die Form z,1 = anz, +

b, mit (n € NJ), b, nennt man die Storfunk-

tion. Sie besitzt die Losung z,, = xS[‘) + x%p),

wobei xslh) die allgemeine Losung der homoge-
nen Gleichung z,.1 = a,z, ist, und x,(lp) eine
beliebige partikuldre Losung der inhomogenen
Gleichung.

Methoden zum Bestimmen von zgf)

o Variation der Konstanten Es wird die Kon-
stante C von x%h) variiert: x%p ) — C, H?;Ol a;.
In 41 = apx, + b, eingesetzt ergibt dies

1)—1 -1
Chri1 Hgi—g ) a; =an-Cy [['=y @i + by. Kann

hieraus C,, = T'(n) gefolgert werden (mit frei

wéhlbaren Cj), so erhélt man z,, = x%h) +x,(1p) =
C Ty ai + T(n) - TI1g ai = (C + T(n)) -

17 a; mit C € R.

o Methode des unbestimmten Ansatzes
MTODO!M

e Methode der erzeugenden Funktionen
MTODOM

Fix- bzw. Gleichgewichtspunkt FEin Punkt z*
einer Differenzengleichung z,11 = f(z,) mit
f(z*) = a* heilt Fix- bzw. Gleichgewichtspunkt
der Differenzengleichung. Graphisch ist dies der
Schnittpunkt der Kurve y = f(z) mit der Gera-
den y = .

Der Grenzwert eine konvergenten Ldsungsfol-
ge ist immer ein Gleichgewichtspunkt, zu jedem
Gleichgewichtspunkt existiert die konstante Lo-
sungsfolge z,, = z*.

Stabilitdt von Gleichgewichtslagen Sei z* ein

Gleichgewichtspunkt der Differenzengleichung =, 11 =

f(xy). x* heiflt stabil, wenn Ve > 0 35(e) > 0
V Losungsfolge (z,,) mit |xg — x*| < d(e) Vn : |a,—
x*| < ¢, andernfalls instabil.



Ist z* stabil, und gilt zusétzlich 36 > 0 V(z,,)
mit |xg—a*| < 6 :limy, o0 2, = 2*, dann heift
¥ asymptotisch stabil.

Weiters ist «* asymptotisch stabil, wenn | f/(z*)| [Neus?]

1, und instabil, wenn |f’(z*)| > 1.

Stabil bedeutet, dass eine Losungsfolge inner-
halb einer beliebigen Umgebung von z* bleibt,
wenn sie nahe genug an x* beginnt, asympto-
tisch stabil, dass die Losungsfolge gegen x* kon-
vergiert.

Lineare Differenzengleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten =z, 5 +
aTni1 + by, = s, (n = 0,1,2,...) mit kon-
stanten Koeffizienten a,b. Ist die Storfunktion
5, = 0 nennt man diese homogen, ansonnsten
imhomogen.

Die Losungsgesamtheit setzt sich aus einer all-
gemeinen Losung der homogenen Teils (also oh-
ne Storfunktion), und einer beliebigen partiku-
larer Losung des inhomogenen Teils (mit Stor-

funktion) zusammen: x, = z%h) + xﬁf’.

[SMO95]

Die allgemeine L6sung 2" einer lin. Diff.gleichung

zweiter Ordnung Sind xSP und xf) Losungen

der homogenen Gleichung z,, 12+ ax,4+1+bx, =

0, so ist auch z,, = Clxsbl) +02x£?) mit C,Csy €

R Losung dieser Gleichung.

RCOINC)
(Y

Ty

Losung der homogenen Gleichung.

Sei x%h) = A", so folgt die charakteristische
Gleichung A2 + a\ + b = 0 mit der charakteris-
tischen Wurzeln A1, Ao.

Abhingig von der Diskriminante a? — 4b der
charakteristische Gleichung gibt es dann die drei
Losungsfille (mit C,Cy € R): a:%h) =

Cl)\?-i-CQ)\g AT FE X ER

(Cl + CQ’I’L))\? LAl =X €R

n ) - A1,2=r(cos ptisinp)
r (Ol cosne + 02 Si n(p) ? konjugiert komplex

Gilt # 0, dann ist x,, die allgemeine

Literatur

[DGKPO07] M. Drmota, B. Gittenberger, G. Ka-
rigl, and A. Panholzer. Mathematik
fiir Informatiker. Heldermann Ver-
lag, Lemgo, 2007.

[KLO5] Guenther Karigl and Stefan Lenk.
Mathematik 1 fuer informatiker. In-

stitut fuer Diskrete Mathematik und

Geometrie TU Wien, 2005. Skrip-
tum zur Vorlesung an der TU Wien.

Hrsg. Helmut Neunzert. Analysis 2.
Springer Verlag, Berlin, Heidelberg,
New York, 1982.

Horst Stocker and Robert Miin-
zel.  Mathematische Formeln fiir
die technische Ausbildung und Pra-
zis. Verlag Harri Deutsch, Frank-
furt, 1995.



