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1 Sei a die Aussage ,,Fs gibt eine gréfite natiirliche Zahl* und b die Aussage ,,0 ist
die grofite natiirliche ZahF. Man entscheide, ob die Aussagen a — b bzw. b — a wahr
oder falsch sind.

Aussage a ist eine falsche Aussage. Beweis: Laut Definition besitzt jede natiirliche
Zahl n einen Nachfolger n/, und es gilt n < n’. Angenommen es gabe eine grokte
natiirliche Zahl g, so gabe es einen Nachfolger ¢’ mit g < ¢’, was im Wiederspruch zur
Annahme steht, dass g die grosste natiirliche Zahl ist.

Aussage b ist eine falsche Aussage. Beweis: Die natiirliche Zahl 0 besitzt den Nach-
folger 1 mit 0 < 1.

Da man aus eine falschen Pramisse beliebiges folgern kann sind die Aussagen a — b
bzw. b — a wahre Aussagen.

2-7 Entscheiden Sie mit Hilfe einer Wahrheitstafel, ob die folgenden Auquivalenzen
richtig sind.
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Ist offensichtlich richtig, da die Disjunktion assoziativ ist.
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Kontrolle: a < b < (a - b) - ~(b —a) =a <= bs (maVb) — =(-bVa) =
a—bs a(-aVb)Va(-bVa)=(aAb)V (-aA-b)< (aA-b)V (bA-a). Ist sicher
f.A.

25 Zeigen Sie, dass /3 irrational ist.



Beweis durch Widerspruch: Sei /3 eine rationale Zahl, also v/3 € {%lr,s € Z,s #
0,9gt(r,s) = 1}. D.h. 3r, s mit /3 = = und ggt(r,s) = 1. V3 = 5, 3= ;—z, r? = 3s2,
also ist 3 Teiler von r2, also ist 3 Teiler von r. Also existiert ein »' mit » = 37/
(3r")2 = 352, 9% = 352, 3r'% = 52, also ist 3 Teiler von s2, also ist 3 Teiler von s. Da
3 Teiler von r und s gilt ggt(r,s) # 1, was im Widerspruch zur Annahme steht, also
ist v/3 nicht rationale sondern irrational.

26 Zeigen Sie, dass /5 irrational ist.

Beweis durch Widerspruch: Sei v/5 eine rationale Zahl, also v/5 € {Llr,s € Z,s #
0,ggt(r,s) = 1}. D.h. Ir,s mit /5 = = und ggt(r,s) = 1. V5 = 5,5 = g—z, r? = 5s?,
also ist 5 Teiler von 72, also ist 5 Teiler von r. Also existiert ein ' mit r = 5r'.
(5r")? = 552, 251’2 = 532, 5r'* = 52, also ist 5 Teiler von s2, also ist 5 Teiler von s. Da
5 Teiler von r und s gilt ggt(r,s) # 1, was im Widerspruch zur Annahme steht, also
ist +/5 nicht sondern irrational.

27 Zeigen Sie, dass /6 irrational ist.

Beweis durch Widerspruch: Sei v/6 eine rationale Zahl, also /6 € {Elr,s € Z,s #
0,ggt(r,s) = 1}. D.h. 3r, s mit /6 = = und ggt(r,s) = 1. V6 = 6= ;—z, r? = 652,
also ist 6 Teiler von 72, also ist 6 Teiler von r. Also existiert ein ' mit r» = 61’
(6r)2 = 652, 36r'> = 652, 6r'> = 52, also ist 6 Teiler von s2, also ist 6 Teiler von s
(wegen 6 = 2 -3 und 2,3 sind prim). Da 6 Teiler von r und s gilt ggt(r, s) # 1, was im
Widerspruch zur Annahme steht, also ist /6 nicht rational sondern irrational.

29 Man Uberpriife die Gleichung 12 +22+32+..-4+n? = % fiir alle n € N
fiir die ersten 5 natiirlichen Zahlen und beweise sodann deren Giiltigleit fiir alle na-
tiirlichen Zahlen durch vollstandige Induktion.

Fiir die ersten 5 natiirlichen Zahlen stimmt es: Z?:Oz'

’ 6
Siit = 1, MEDELD g 58 g2 =5 ALERD _ 5 50 2 = 14,

3(3+1)é2-3+1) — 14: Z?:o i2 = 30, 4(4+1)é2-4+1) —30.

2 _ g 00+1)(2:0+41) _ 0;

Allgemeiner Beweis durch Induktion:
Induktionsvoraussetzung: Y72 = “0HUC ) gy, ¢ N,
Induktionsbehauptung: Zﬁ+01 2 = (7L+1)((n+1)+,1)(2(n+1)+1) _ (n+1)(n-|(—iQ)(2n+3) )

6
Induktionsanfang (n = 0): 0 i = w =0.

Induktionsschluss: Y070 % = S0 a2 + (n + 1)2 = 20FHEHD 4y 4 o1)2 =
n(n+1)(2n+1)+6(n+1)2 _ n(n+1)(2n+1)+6(n+1)> _ (n+1)(n(2n+1)4+6(n+1)) (n+1)(2n*+n+6n+6) _

6 6 6 6 6
(n+1)(2n°+7n46) _ (n+1)(2n°+3n+4n+6) _ (n+1)(2n°4+3n+2(2n+3)) _ (n+1)(n(2n+3)+2(2n+3)) _
6 - 6 - 6 - 6 -
(n+1)(n+2)(2n+3)
T S—



30 Man zeige mittels vollstédndiger Induktion, daf fiir die rekursiv definierte Folge
xy =1 und x4 1 = o3, + 8k fiir k& > 1 allgemein gilt: z,, = (2n — 1)2, fiir alle n > 1.

Induktionsvoraussetzung: x,, = (2n — 1)2, fiir n > 1.

Induktionsbehauptung: z,+1 = (2(n+1)—1)? = (2n+1)? = 4n? +4n+1, fiir n > 1.
Induktionsanfang (n =1): 21 = (2-1—1)2 = 1.

Induktionsschluss: o, 11 = 2, +8n = (2n—1)2+8n = 4n% —4n+1+8n = 4n?+4n+1.

32 Man bestitige die Richtigkeit der folgenden Behauptungen:

a Fiir alle n € Nist n® — n stets durch 3 teilbar - mit direktem Beweis.

n®—n=n(n?-1)=n(n+1)(n—1) = (n — 1)n(n + 1). Dies entspricht also dem
Produkt aus der Zahl mit dem Wert (n — 1) und ihren beiden Nachfolgern. Offensicht-
lich ist eine der drei Zahlen durch 3 teilbar, und das Produkt einer durch 3 teilbaren
Zahl ist auch immer durch 3 Teilbar.

d Die Aussage (a) - mittels eines Beweises durch vollstandige Induktion.

Induktionsvoraussetzung: n® —n mit n € N ist durch 3 teilbar.

Induktionsbehauptung: (n + 1)3 — (n + 1) ist durch 3 teilbar.

Induktionsanfang (n = 0): 03 — 0 = 0 ist durch 3 teilbar.

Induktionsschluss: (n+1)*—(n+1) = (n+1) ((n + 1)2 — 1) = (n+1)(n®+2n+1-1) =
(n+1)(n%?+2n) = (n+ 1)n(n +2) = n(n + 1)(n + 2). Dies entspricht wieder dem
Produkt einer Zahl mit zwei Nachfolger (siehe (a)), ist also durch 3 teilbar.

33 Man beweise mittels vollsténdiger Induktion: > j(j — 1) = Wl)gw fiir n > 2.
Jj=2

Induktionsvoraussetzung: > j(j — 1) = % fir n > 2.
Jj=2
n+1
Induktionsbehauptung: > j(j — 1) = ((”H)*l)(”;l)(("ﬂ)ﬂ) = "(”+1§("+2).
j=2

2
: — 9). (o _ — 96 _ 21202+
Induktionsanfang (n = 2): ':2](] —1)=22-1)=2=3=""F"—.

J

n+1 n
Induktionsschluss: Y j(j—1)=(n+1)((n+1)—-1)+ > jG—-1) =nn+1)+
Jj=2 j=2
(n=)n(n+1) _ 3n(ntl)+n-—Ln(n+l) _ nn+1)(3+(n—1)) _ n(n+1)(n+2)
3 3 3 3 !

34 Man beweise mittels vollstandiger Induktion: Y j(j+1) = "@"%“%H) (n>1).
j=1
- . L _ n(2n2+6n+4) -
Induktionsvoraussetzung: le(j +1) = ==F—— fiirn > 1.
J:



n+1 P
Induktionsbehauptung: > j7(j +1) = (n+1)(2(n+1§+6(”+1)+4) =
j=1
2(n+1)((n+1)24+3(n+1)+2) _ (n+1)((n+1)243(n+1)+2) _ (n+D)(n*+2n+14+3n4342) _ (n+1)(n(n+2)+3n4+6) _
= = 3 = 3 =

(n+1)(n(n+2?+3(n+2)) _ (n+1)(n+2) (n+§)
3 3 :

1
Induktionsanfang (n = 1): Y j(j +1) = 1(1 4 1) = 2 = 12 = 114610
j=1

n+1 n
Induktionsschluss: E JG+F)=m+D)((n+)+D)+ > jG+1) =(n+1)(n+2)+
j= =1
n(2n? +6n+4) o 6(n+1)(n+2)+n(2n +6n+4) (3(n+1)(n+2)+n(n +3”+2)) _ 3(n+1)(n+2)+n(n’+3n4+2)
= = 3 =

3(n+1)(n+2)+n(n +2n+1+n+1) _ 3(n+1)(n+2)+n((n+1)? +(n+1)) _ 341 (n+2)+n(n+1)((n+1)+1)
3 3

(n+1) (3(n+2)+n(n+2)) _ (n+1)(n+2)(n+3)
3 - 3 .

Anmerkung nach der Ubung: Mit einer Umformung geht es leichter: 2n? + 6n +
4 = 2(n? 4+ 3n +2) = 2(n + 1)(n + 2). Dadurch ergibt sich die Induktionsvor-

n(2n’+6n+4) _ n(n+1)(n+2) . .
G = 3 , die Induktionsbehauptung

raussetzung . j(j+1) =
j=1
n+1
>ilG+1) = w und der Induktionsschluss M—ﬁ—(n—i—l)(n—iﬂ) =
j=1
3(n+1)(n+2)4+n(n+1)(n+2) _ (n+1)(n+2)(n+3)
3 = 3 :

n

36 Man beweise mittels vollstdndiger Induktion: ) ﬁ =21 (n>2).
j=2
Induktionsvoraussetzung: Z g(; = =21 (n>2).
: , wil 1 _ (D)=l _ g
Induktionsbehauptung: 3 TG0 = mEl = T
j=2
2
Induktionsanfang (n = 2): > T .171) = ﬁ - % - %
3G
n+1 n
3 . 1 _ 1 1 _ 14+(n+1)(n—1) _
Induktionsschluss: j; G- = TiDm +j§2 G0 (n+1)n +2-1 = e =

1+n271 _ n? _

n
(n+1)n = (n+1l)n =~ n+1°

38 Man beweise mittels vollstiindiger Induktion: Y j37~! = W fir n > 1.
j=1

n
. . i1 _ 3"(2n—1)+1 e
Induktionsvoraussetzung: ) j3/~' = —=—— fiir n > 1.

j=1
n+1 . n .
Induktionsbehauptung: 21 j3i-1 =3 +1(2("1‘1)_1)+1 =3 H(QZH)“.
J_
i — 1_q_4_ 3(21-D41
Induktionsanfang (n = 1): Z Jj¥ T =1=1 ="



n+1 . n . an
Induktionsschluss: Y j3971 = (n+1)3" + 3 4371 = (n + 1)3" + %ﬂ =
j=1 j=1
A(n+1)3" 43" (2n—1)+1 _ 3" (4(n+1)+(2n—1))+1 _ 3"(Anf4+2n—1)+1 _ 3" (6n+3)+1 _ 3-3"(2n+1)+1 _
= 1 = 1 = 1 = 1 =

4
3" 2n+1)+1
—

39 Man beweise mittels vollstandiger Induktion: Y k5F = 2 (n5" ™ — (n+1)5" +1)
k=1

fir n > 1.

Induktionsvoraussetzung: > k5% = 5 (n5" ™! — (n+1)5" + 1) fiir n > 1.
=

Induktionsbehauptung: Z k5% = 2 ((n+1)5" T2 — (n+2)5" T +1) = Z((n+1)5-
57l — (n+2)5" T +1) = %(15”“((71 +1)5—(n+2)+1) = 5% ((4n+3)5" T +1).
Induktionsanfang (n = 1): 3 k5% =5 = Z(1-5' 71 —(1+41)5'+1) = 2(25-10+1) =

k=1
2(16) = 5.
n+1
Induktionsschluss: . k5F = (n+1)5"! + Z k5% = (n+1)5" T + 2 (n5" T — (n+
k=1 k=1
1)5" +1) = 5%(16’("“ S 5l — (n41)5" 4+ 1) = 2 (16(n+1)5" + 05" — (n+
1)5"+1) = £ (n5" T +16(n+1)5" — (n+1)5"+1) = & (n 5n+1+(n+1)5n(16 +1) =
25"+ (n+1)5"-1541) = S (n5" ™ + (n+1)5"-3-54+1) = 2 (n5" T +3(n+
15" +1) = 25" (n+3(n+ 1)) +1) = & ((4n + 3)5" T +1).

n
40 Man beweise mittels vollstdndiger Induktion: " % =3_ 24”:;3 fiir n € N.
I=1

n
Induktionsvoraussetzung: > % =3_ 24”;3 fiir n € N.

Induktionsbehauptung: &r=2— 25 firneN.
l:1 0 - b - b
Induktionsanfang (n =0): Y. & =0=3 -2 =3 _ 2043
n+1 =t n
Induktionsschluss: Z L=ptb b= ntl 3 IS 3 ndd 2nds
3 4 4(n+1)—3(2n+3) _ + 4n+4—6n—9 l;lg 4 =205 _ 3 _ 2ni5
1 1301 1 L30T 4T T3nFL T § T d3ntl

44 Man untersuche mittels vollstandiger Induktion, fiir welche n > 0 die angegebene
Ungleichung gilt: 9n3 — 3 < 87,



n|9n®-3 8" Es liegt die Vermutung nahe, dass dies ab n = 3 gilt, was
0 -3 1 nun durch vollstdndige Induktion bewiesen werden muss.

1 6 8 Induktionsvoraussetzung: 9n> — 3 < 8" fiir n > 3.

2 69 64 Induktionsbehauptung: 9(n + 1)3 — 3 < 8" +1,

3 240 512 Induktionsanfang (n = 3): Siehe Tabelle links.

4 573 4096 Induktionsschluss: Aus 9n®—3 < 87|-8 < 8(9n®—3) < 8" +!
51 1122 | 32768  folgt (wegen der Transitivitit), dass die Induktionsbehaup-

tung stimmen muss, wenn 9(n+1)3 —3 < 8(9n3—3) fiir n > 3
gilt. I(n+1P2 -3<72n® -24 = 9n+1)32 <20 21 n+1)3 <8 -7/3 <
n3+3n2+3n+1 <82 —7/3 & 0 < Tn3—3n?—3n—10/3. Fiir n = 3 ist dies ca. 149.7,
also > 0, und wegen (7n® —3n2 — 3n — 10/3)’ fiir n = 3 gleich 168 > 0 ist die Entwick-
lung streng monoton steigend. Gilt daher fiir n > 3, also ist die Induktionsbehauptung
bewiesen.

45 Man untersuche mittels vollstindiger Induktion, fiir welche n > 0 die angegebene
Ungleichung gilt: 4n? < 2m.

4n? | 2n Es liegt die Vermutung nahe, dass dies ab n = 8 gilt, was nun
0 1 durch vollstandige Induktion bewiesen werden muss.
4 2 Induktionsvoraussetzung: 4n? < 2" fiir alle n > 8.
16 | 4 Induktionsbehauptung: 4(n + 1)2 < 27+1,
36 | 8 Induktionsanfang (n = 8): 256 = 4 - 82 < 28 = 256.
64 | 16 Induktionsschluss: Aus 4n? < 27| -2 & 8n? < 2L folgt (wegen

100 | 32  der Transitivitit), dass die Induktionsbehauptung stimmen muss,
144 | 64  wenn 4(n+1)% < 8n? fiir n > 8 gilt. 4(n+1)? < 8n?|/4 & (n+1)? <
196 | 128 2n2|sqrt<:>n—|—1§\/§n|—n<:>1§ﬂn—n@lgn(ﬂ—l).
256 | 256  Es muss also noch gezeigt werden, dass 1 < n(v/2 — 1) fiir n > 8
324 | 512 gilt. Fﬁir n = 8 ist n(\/§ — 1) > 1, und die Funktion ist (wegen
(n(v/2 — 1))’ > 0 fiir n = 8) streng monoton steigend. Also ist die
Induktionsbehauptung bewiesen.
Anmerkung nach der Ubung: Es ist einfacher, wenn man den Term 1 < n(v/2 — 1)

weiter Umformt: 1 < n(v2 — 1) & \/5171 < n. Wir beweisen fiir n > 8, also muss

gelten \/517 TR 2.4 < 8, was offensichtlich wahr ist.

© 00O Ui W~ OIS

46 Man untersuche mittels vollstandiger Induktion, fiir welche n > 0 die angegebene
Ungleichung gilt: 3n 4 2™ < 3™,



n|3n+2"| 3" Es liegt die Vermutung nahe, dass dies ab n = 3 gilt, was nun
0 0 1 durch vollstdndige Induktion bewiesen werden muss.

1 5 3 Induktionsvoraussetzung: 3n 4+ 2" < 3™ fir n > 3.

2 10 9 Induktionsbehauptung: 3(n + 1) + 2" < 3ntl,

3 17 27 Induktionsanfang (n = 3): Siehe Tabelle links.

4 28 81 Induktionsschluss: Aus 3n+2" < 3"|-3 & 3(3n+2") < 3nt!
5 47 243  folgt (wegen der Transitivitét), dass die Induktionsbehauptung

stimmen muss, wenn 3(n + 1) + 2" < 3(3n + 27) gilt. 3(n +
1) +2" <3(3n+2") < 3n+3+2-2" <9In+3-2" & 3 < 6n+ 2" < ist fiir n > 3
offensichtlich gegeben, also ist die Induktionsbehauptung bewiesen.

56 Man bestimme rechnerisch (ohne Taschenrechner) und graphisch Summe und Pro-
dukt der komplexen Zahlen z; =4 + 5i und 2z, = [2, —F].

7 = [2,— %] = 2(cos(— %) +i(sin —T)) = 2(32 — i*2) =2 — V2
2+ 2 =4+5i+V2—iv2=(4+v2)+i(5 - V2).
2120 = (4—50) (V2 — iV2) = 4V/2 — 4iV2 — 5v2 4+ 5v2 = 4y/2 — 4iy/2 = 23 (1 — i)

75 Losen Sie die folgenden Kongruenzen (d.h. Gleichungen in Restklassen in Z) bzw.
beweisen Sie die Unldsbarkeit (in Z).

a 6z=3 mod?9

99T(6,9) = 3 und 3|3, es gibt also 3 inkongruente Losungen.

Aus 6z =3 mod 9« 3-2x =3-1 mod 3-3 folgt, dass die Losungen 2x =1 mod 3
erfiillen miissen (wegen 3-2x =3-1 mod 3-3<3-3]3-20-3-1<3-3|132z—-1) &
3|2z — 1).

Wegen ggT'(2,3) = 1 besitzt 2 = 1 mod 3 genau eine Losung, néimlich 2 € Zs.

Die 3 Losung zu 6z = 3 mod 9 sind also 3 inkongruente Vertreter aus Zg, die zu
2 € Zs kongruent sind, das sind z.B. 2,2+ 3,2+2-3, also lautet die Losung 2,5, 8 € Zg.

b 6x=4 mod?9

Besitzt keine Losung, weil gg7'(6,9) = 31 4.

Genauer: Gesucht sind Losungen in Z, also Vertreter von Zg. 62 =4 mod 9 < 9 |
(6 —4),als09 k=60 —-4,k€Z 9-k=6r—-4c 9 k+4=06z«c 2 =g
& %k + % = z. Wegen k € Z kann x nicht in Z liegen (da %k nie % Rest liefert), also
gibt es keine Losung.

79 Losen Sie die folgenden Kongruenzen (d.h. Gleichungen in Restklassen in Z) bzw.
beweisen Sie die Unlosbarkeit (in Z).



a 22-324+2=0 mod5

Aus 22 —32+2=0 mod 5 < (z—1)(z—2) =0 mod 5 folgt 5|(z — 1)(x — 2), dies
ist nur moglich wenn (z — 1) = 0 oder (z — 2) = 0, also sind die Losungen 1,2 € Zs.

b 22—-3z4+2=0 mod6

Aus 22 - 32 +2=0 mod 6 < (z —1)(x —2) =0 mod 6 folgt 6|(z — 1)(z — 2) &
2-3|(x —1)(z—2) & 2|(x — 1)(x — 2) A3|(x — 1)(x — 2). Da immer einer der beiden
Terme (x — 1) oder (x — 2) gerade ist, ist 2 immer Teiler von (x — 1)(z — 2). 3 teilt
(x —1)(z —2), wenn wenn z in 1,2 € Zs liegt, Losung sind also alle Kongruenzklassen
von Zg, die in 1,2 € Z3 liegen, dies sind 1,2,1+ 3,2 + 3, also 1,2,4,5 € Zs.
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