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Diese kurze Zusammenfassung {iber Permutationen, Variationen, Kom-
binationen und den Binomischen Lehrsatz entstand im laufe meines Infor-
matikstudiums an der Technischen Universitdt Wien. Fehlerhinweise bitte
per Email an axel@straschil.com.

1 Begriffe

Multimengen sind Mengen, in denen Elemente mehrfach auftreten kénnen. Die Kar-
dinalitét einer Multimenge ist die Summe aller Auftrittshiufigkeiten der Elemente der
Menge, also ist z.B. |{a,a,b,b,c}| = 5.

Die Fakultdt n! =1-2-3...-(n—1)-n mit 0! = 1. Die Fakult#t ist nur auf nichtne-
gativen ganzen Zahlen definiert.

Der Binomialkoeffizient (?) = #’_k), fiir K < n, 0 sonst, k,n € N.

2 Permutationen, Kombinationen und Variationen

Permutationen sind Anordnungen von allen Elementen einer Menge oder Multimen-
ge. Variationen sind Zusammenstellungen von Elementen unter Beriicksichtigung der
Reihenfolge. Kombinationen sind Zusammenstellungen von Elementen ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge.

Bei Variationen und Kombinationen wird von Zusammenstellungen mit oder ohne
Wiederholungen unterschieden, es miissen nicht alle Elemente der Menge verwendet
werden.

Im folgenden wird immer nach der Anzahl der méglichen Permutationen, Variationen
und Kombinationen gesucht.



Permutationen einer Menge Alle n unterscheidbaren Elemente einer Menge werden
zu einem n-Tupel gebildet, jedes Element der Menge kommt also genau einmal im n-
Tupel vor. Fiir die erste Position des n-Tupel hat man noch alle n Elemente der Menge
zu Auswahl, fiir die zweite Position nur noch n-1 Elemente usw., fiir die letzte Postion
bleibt nur noch ein Element zur Auswahl iiber. Es gibt also n-(n—1)-(n—2)...-2.1 = n!
verschiedene Permutationen zu einer Menge mit n Elementen.

P,=nlmitn>1

Permutationen einer Multimenge In einer Multimenge M mit der Kardinalitét n
gibt es m verschiedene Elemente, die jeweils k; (i = 1...m) mal in der Multimenge
vertreten sind, also n = |M| = > | k;. Wiren die n Elemente der Multimenge alle
verschieden, so gibe es n! Permutationen. Die Permutationen der mehrfach vorkom-
menden Elemente sind aber nicht unterscheidbar. Bei der Multimenge {a,a,b} und
der Permutation (a,a,b) ist nicht unterscheidbar welches der beiden Elemente a an
erster Stelle steht. Kommt ein Element in der Multimenge k; mal vor, so kann es k;!
solche nicht unterscheidbare Permutationen bilden, die bei der Z&hlung beriicksichtigt
werden miissen. Die bei der Permutationen zuviel multiplizierten Teilpermutationen
miissen also durch Duvision wieder eliminiert werden.
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Variationen ohne Wiederholungen Sind die geordneten k-Tupel von k disjunkten
Elementen aus einer n Elementigen Menge. Aus einer Menge mit n Elementen werden
also der Reihe nach k mal jeweils ein Element entfernt und zu einem geordneten Tupel
mit angefiigt. Fiir den ersten Schritt stehen n Elemente zu Verfiigung, fiir den zweiten
n—1 Elemente, usw., der Vorgang wird k mal durchgefiihrt, ergibt also n-(n—1)-(n—2)-
covr(n—k4+2)-(n—k+1) = Hi:ol n—1i Moglichkeiten. Mit Hilfe der Fakultét kann dies

n-(n—1)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—1)-...-2-1 _

umgeformt werden auf n-(n—1)-...-(n—k+1) = =) (—h=T) 2
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Variationen mit Wiederholungen Sind geordnete k-Tupel von k nicht notwendi-
gerweise verschiedenen Elementen aus einer Menge mit n Elementen. Bei der Bil-
dung des k-Tupel steht also an jeder Stelle n Elemente zu Verfiigung, dass ergibt
k-k-...-k=nF Moglichkeiten.
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Kombinationen ohne Wiederholungen Aus einer Menge mit n Elementen wird eine
Teilmenge K mit k Elementen gebildet. Die Reihenfolge der Bildung der Menge K ist
ohne Bedeutung, ebenso die Anordnung der Elemente innerhalb der Menge K. Zur
Bildung stehen wie bei V¥ zuerste n, dann n — 1 usw. bis n — k + 1 fiir das k-te
Element zur Verfiigung. Im Gegensatz zu V¥ ist aber nun die Reihenfolge belanglos.
Aus der gebildeten Menge K kann man k! Permutationen bilden, zwischen denen
bei den Kombinationen nicht unterschieden wird. So ergibt sich flir die Anzahl der
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Kombinationen mit Wiederholungen Aus einer Menge M mit n Elementen wird
eine Multimenge K mit k nicht notwendigerweise verschiedenen Elementen gebildet.
Zur Bestimmung der Anzahl der moglichen Multimengen mit & Elementen aus M
wird in [Ste01] ein Modell zur Beschreibung der Multimengen wie folgt eingefiihrt.
Sei * ¢in Element aus M. Dann kénnen die k Elemente der Multimenge K als k
mal dem Symbol * angeschrieben werden, gleiche Elemente werden nebeneinander
zusammengefasst und durch das Symbol | getrennt, auch nicht vorkommende Elemente
aus der Grundmenge M werden beriicksichtigt. Sei etwa M = {a,b,c,d} und K =
{a,a,a,b,b,d}, so lautet die Modelldarstellung ***|**||* . Mit diesem Modell kénnen
alle Multimengen dargestellt werden, das Modell besitzt immer k& mal das Symbol *,
und n — 1 mal das Symbol |. Die Symbole * und | sind somit Positionen die besetzt
werden miissen, zusamimen gibt es n+k—1 Positionen auf die die k Symbole * aufgeteilt
werden kénnen, also genau (7L+Z_1) mogliche Multimengen mit k& Elementen, die man
aus einer Menge mit n Elementen mit Wiederholung bilden kann.
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Ergdnzungen aus [BK92] Permutationen konnen rekursiv als Py =1, P, =n- P,
definiert werden. Durch vollsténdige Induktion ergibt sich P, = [[;_,i = nl. Va-
riationen ohne Wiederholungen konnen mittels Aquivalenzklassen hergeleitet werden.
Uber die n Elemente gibt es n! Permutationen von n-Tupel, zwei Tupel (a1, ...,a,)
und (b1, ...,b,) werden als dquivalent definiert, wenn sie in den ersten k Stellen iiber-
einstimmen, also a; = b; fiir alle i = 1...k. Alle Aquivalenzklassen bestehen so aus
(n — k)! Elementen, die Anzahl der Variationen ohne Wiederholungen entspricht dann

. A : | . .
der Anzahl der Aquivalenzklassen: —Anzahlder Permutationen . _ _n! _ Bej den Kombi-
GroRe einer Aquivalenzklasse (n—FK)!

nationen ohne Wiederholungen werden zwei Tupel als dquvalent definiert, wenn ihre
Trigermengen {a1,...,ax} und {by, ..., by} Aquivalent sind, dadurch ergibt sich zu den
Variationen ohne Wiederholungen die zusétzliche Reduktion um die k! Permutationen
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der k Elemente der Trigermengen, also = T




3 Abzdhlregeln

Schubfachprinzip Verteilt man n Elemente auf m Fécher mit n > m, so gibt es
mindestens ein Fach das zwei Elemente enthalt.

FiX oYX > Y] = Jy ey mit [f(y)| >2

4 Der binomische Lehrsatz

(¢ +y)" = Zn: (Z) Ry

Beweis durch Induktion Fiir den Induktionsbeweis wird der Satz (7)+(,},) = (Zii)
v . n n n! ! _ !
bendtigt, Beweis des Satzes: (k)—i—(kH) = (n’ k),-l—(kﬂ)‘(n’ Gy = k!(n,k)&,(kﬂ)d‘
n! _ n!((k+1)+(n—k)) n!(n+1) (n+1)!

AR —FFD) — GFDE(n—F) (n—(k+1)] — ED(n—k)(n— (k41! — GAD{(n+1)—(FD)
(71)0 Daraus ergibt sich (}) + (,",) = ("}

n
Induktionsvorraussetzung  (z+y)" = Y. (7)z" *y".
k=0

n+1
Induktionsbehauptung (z +y)" "1 = Y (”Zl)x(nﬂ)fkyk.
k=0

Induktionanfang Fiir n = 0: (z +y)° =1 = ().

Induktionsschritt n — n + 1: (z + )”Jrl = (z + y)(m + y)™. IV einsetzen: (z +

D X (Bt = S (e 3 (et = 3 (e S (et =

=0 k=

zn: (k)x” k+1 k+z ( ) n—(k=1)y (k=1)+1 Xn: (k)xn k+1 k+Z (k 1) n—ktlyk.

Der xy Teil hat nur glelch Struktur, um in der linken Summe Von k =0aufk =1

zu kommen wird dort das erste Glied (( ) n=0+1y0 — gn+hherausgehoben, um in der

n—(n+1)+1

rechten Summe von n+1 auf n zu kommen wird dort das letzte Glied (( Jﬁ)_l)x y

n
y™*1) herausgehoben: 2" + 37 (7)amFHyk 4 Z (")) Fryk 4 yn+l Nun kén-
E—1
nen mit Hilfe von (}) + (")) = (":1) die belden Summen zusammengefasst werden:
n
"+ 3 (M) an Yk g+ Die beiden herausgenommen Glieder sind die Werte

n+1 —



fiir k = 0 und k¥ = n + 1, werden diese wieder in die Summen genommen entspricht

n+1
dies dem rechten Teil der IB: Y ("i!)z(n+D—kyk0,
k=0
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